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MATRICOLA:
PROVA SCRITTA DI ALGEBRA 2, 10/02/2017
Eserizio 1 (12 punti) Sia L = Q[
√
3,
√
7].
a. Determinare una base di L ome Q-spazio vettoriale.
b. Stabilire se L è il ampo di spezzamento di un polinomio f ∈ Q[X ].
. Determinare un elemento α ∈ L tale he L = Q[α].
d. Mostrare he se β ∈ L è tale he β2 ∈ Q allora esistono q ∈ Q e d ∈ {1, 3, 7, 21} tali he β = q
√
d.
e. Determinare tutti i ampi K tali he Q ⊆ K ⊆ L.
Soluzione.
a. Sappiamo he {1,√3} è una base di Q[√3] su Q. Osserviamo inoltre he √7 /∈ Q[√3] e quindi {1,√7} è
una base di L su Q[
√
3]. Per il teorema sulla base di un'estensione di un'estensione deduiamo he una base
di L su Q è data da {1,√3,√7,√21}.
b. Basta onsiderare f = (X2−3)(X2−7). Le sue radii sono ±√3 e ±√7 da ui il ui ampo di spezzamento
di f è Q[
√
3,−√3,√7,−√7] = L.
. Basta porre α =
√
3 +
√
7. Infatti Q[α] ⊆ L per ovvie ragioni. Per l'inlusione opposta onsideriamo
α3 = 10+ 9
√
7 + 21
√
3 da ui α3 − 10− 9α = 12√3 e quindi √3 ∈ Q[α] e quindi anhe √7 = α−√3 ∈ Q[α].
d. Ogni elemento β ∈ L si srive nella forma a+b√7 on a, b ∈ Q[√3]. Se β2 ∈ Q abbiamo a2+7b2+2ab√7 ∈ Q
da ui ab = 0 e a2+7b2 ∈ Q. Se a = 0 abbiamo b2 ∈ Q e se b = 0 abbiamo a2 ∈ Q. Nel primo aso b = r+√3s
on r, s ∈ Q e deduiamo he r = 0 e quindi β = b√7 = s√21, oppure s = 0 e otteniamo β = r√7. Nel
seondo aso avremmo β = t+ v
√
3 on t, v ∈ Q da ui β = t ∈ Q oppure β = v√3.
e. Se K è un ampo intermedio tra Q ed L allora K è della forma K[γ] on γ ∈ L, γ di grado 2. Ora, se il
disriminante del polinomio minimo di γ è ∆ abbiamo K[γ] = K[
√
∆]. Per il punto preedente abbiamo he√
∆ = q
√
d e quindi
K = Q[γ] = Q[
√
∆] = Q[q
√
d] = Q[
√
d].
Abbiamo quindi he le estensioni intermedie sono Q[
√
3], Q[
√
7], Q[
√
21].
Eserizio 2 (12 punti) Sia A = Z6[X ]. Siano f =
∑
aiX
i
e g =
∑
bjX
j
polinomi in A di grado rispettiva-
mente n e m tali he fg = 1.
a. Supponiamo n+m > 0 e an = 3. Mostrare he bm = 2, 4.
b. Nelle ipotesi del punto [a.℄ mostrare he per ogni k = 0, 1, . . . ,min(n,m) si ha an−k = 0, 3 e bm−k =
0, 2, 4.
. Dedurre he f = g = 1 oppure f = g = 5.
d. Srivere almeno tre elementi invertibili in A[
√
2].
Soluzione. a. Il oeiente di Xn+m in fg è anbm. Siome n+m > 0 tale oeiente deve essere 0 e quindi,
sapendo he an = 3, abbiamo bm = 0, 2, 4. Ma bm 6= 0 perhé g ha grado m.
b. Proediamo per induzione su k. Il aso k = 0 è stato risolto nel punto preedente. Osserviamo he
n+m− k > 0 e quindi il oeiente di fg di grado n+m− k deve annullarsi. Tale oeiente è dato da:
anbm−k + an−1bm−(k−1) + · · ·+ an−(k−1)bm−1 + an−kbm = 0 ∈ Z6.
Per ipotesi induttiva tutti i termini intermedi si annullano e quindi otteniamo
anbm−k + an−kbm = 0 ∈ Z6.
Siome il primo addendo è 0 o 3 lo stesso deve aadere al seondo e siome bm = 2, 4 l'unia possibilità è
he an−k sia 0 o 3. Similmente siome il seondo addendo è 0,2,4 lo stesso deve aadere al primo addendo
e siome an = 3 abbiamo he neessariamente bm−k = 0, 2, 4.
. Supponiamo per assurdo n+m > 0. Siome anbm = 0 e sia an he bm sono diversi da 0, almeno uno dei
due deve essere 3 e possiamo suppore an = 3. Per il punto preedente abbiamo he tutti i oeienti di f
sono multipli di 3 o tutti i oeienti di g sono multipli di 2. In ogni aso otteniamo un assurdo perhé 2 e
3 non sono invertibili. Deduiamo he f e g hanno grado 0 e quindi f = g = 1 oppure f = g = 5.
d. Gli elementi invertibili di A
√
2] sono tutti gli elementi di norma invertibile, ioè 1 o 5 per il punto
preedente. Un elemento generio f + g
√
2 è quindi invertibile se e solo se
f2 − 2g2 = 1, 5 ∈ Z6[X ].
Ad esempio tutti gli elementi on f = 1 e g polinomio on tutti i oeienti divisibili per 3 sono invertibili.
Eserizio 3 (10 punti) Sia A l'intersezione di tutti i sottoanelli di C he ontengono Z e 3
√
2.
a. Mostrare he A è un sottoanello di C.
b. Mostrare he per ogni α ∈ A esistono unii a, b, c ∈ Z tali he α = a+ b 3√2 + c 3√4.
. Desrivere espliitamente l'ideale generato da
3
√
2.
d. Desrivere espliitamente il quoziente A/( 3
√
2).
Soluzione.
a. L'intersezione di una famiglia non vuota di sottoanelli è sempre un sottoanello: tutte le verihe sono
banali. Basta quindi osservare he esiste un sottoanello di C he ontiene sia Z he
3
√
2 e questo è proprio C.
b. Sia B = {a+ b 3√2 + c 3√4 : a, b, c ∈ C}. Si veria failmente he B è un sottoanello di C he hiaramente
ontiene sia Z he
3
√
2 e quindi è uno degli anelli he andiamo ad interseare per ottenere A. Basta ora
osservare he ogni sottoanello he ontiene sia Z he
3
√
2 ontiene anhe B. Infatti un tale anello ontiene
anhe
3
√
2
2
= 3
√
4 e quindi ontiene tutti gli elementi he si ottengono faendo somme e prodotti di elementi
in Z,
3
√
2 e 3
√
4 e quindi in partiolare tutti gli elementi di B.
L'uniità viene ad esempio dal fatto he A è ontenuto in Q[ 3
√
2] he è un Q-spazio vettoriale on base
{1, 3√2, 3√4}.
. Abbiamo
(
3
√
2) = {α 3
√
2 : α ∈ A} = { 3
√
2(a+ b
3
√
2 + c
3
√
4), a, b, c1 ∈ Z} = {2c+ a 3
√
2 + b
3
√
4, a, b, c ∈ Z}.
d. Dal punto preedente abbiamo he l'omomorsmo
ϕ : A→ Z2
dato da ϕ(a+ b 3
√
2 + c 3
√
4) = a ∈ Z2 ha per nuleo ( 3
√
2) e quindi, essendo suriettivo, abbiamo
A
( 3
√
2)
∼= Z2.
